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2a Lista de exerćıcios

1. Sejam A,B subconjuntos de U e X um subconjunto de U com as
seguintes propriedades:

(a) A ⊆ X e B ⊆ X.

(b) Se A ⊆ Y e B ⊆ Y, para todo Y ⊆ U.

Mostre que X = A ∪B.

2. Enuncie e demonstre um resultado análogo ao anterior, caracterizando
A ∩B.

3. Sejam A,B,C e D

(a) Mostre que se A ⊆ B e C ⊆ D então (A ∪ C) ⊆ (B ∪D) e
(A ∩ C) ⊆ (B ∩D) .

(b) Mostre que seA = B e C = D então (A ∪ C) = (B ∪D) e(A ∩ C) =
(B ∩D) .

4. Sejam A e B conjuntos. Mostre que

(a) A− A = ∅.
(b) A−B = A− (A ∩B) = (A ∪B)−B.
(c) (A−B) ∩ (B − A) = ∅.
(d) A−B = Bc − Ac.

(e) A = (A ∩B) ∪ (A−B) .

(f) A ∪B = (A ∩B) ∪ (A−B) ∪ (B − A) .

(g)A− (B − C) = (A−B) ∪ (A ∩ C)

(h) (A−B)− C = A− (B ∪ C) .

(i) A ∪ (B − C) = (A ∪B)− (C − A) .

(j) A ∩ (B − C) = (A ∩B)− (C ∩ A) .



5. Sejam A e B conjuntos.

(a) Mostre que A ∪B = A ∪ (B − A) , com A ∩ (B − A) = ∅.
(b) Mostre que B = (A ∩B) ∪ (B − A) , com (A ∩B) ∩ (B − A) = ∅.

6. Vamos definir a operação de ”+” em conjuntos como segue: se A e B
são conjuntos, então

A+B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) = (A−B) ∪ (B − A)

Mostre que:

(a) A+ ∅ = A.

(b) A+B = ∅ ⇔ A = B.

(c) A+B = (A ∪B)− (B ∩ A) .

(d) A+B = B + A.

(e) A+B = A+ C ⇒ B = C.

(f) (A+B)c = (A ∩B) ∪ (Ac ∩Bc) .

(g) A+ (B + C) = (A+B) + C.

(h) A ∩ (B + C) = (A ∩B) + (A ∩ C) .

(i) A ∪ C = B ∪ C ⇔ A+B ⊆ C.

(j) (A ∪ C) + (B ∪ C) = (A+B)− C.

7. Mostre que os conjuntos ∅, {∅} , {∅, {∅}} , · · · são todos distintos.

8. Sejam A,B,C e D conjuntos não vazios.

(a) Mostre que A e B são disjuntos se, e somente se, A × E e B × E
são disjuntos, para qualquer conjunto E.

(b) Mostre que A ⊆ B e C ⊆ D se, e somente se, A× C ⊆ B ×D.
(c) Mostre que A×B = C ×D se, e somente se, A = C e B = D.

(d) Mostre que A×B e Ac × C são disjuntos.

(e) Mostre que B × A e C × Ac são disjuntos.

9. Sejam G e H gráficos.

(a) Mostre que se G ⊆ A×B, então G−1 ⊆ B × A.
(b) Mostre que se G ⊆ A×B e H ⊆ B × C então H ◦G ⊆ A× C.
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10. Sejam G um gráfico e B um subconjunto de Dom (G) . Vamos admitir
a restrição de G a B como

G|B = {(x, y) : (x, y) ∈ G e x ∈ B} .

Note que G|B = G◦I, em que I é o gráfico (inclusão) I ⊆ B×Dom (G) .
Mostre que:

(a) G|B = G ∩ (B × Im (G)) .

(b) G|(B∪C) = G |B| ∪G|C .
(c) G|(B∩C) = G|B ∩G|C .
(d) (G ◦H) |B = G ◦ (H|B) .

11. Sejam G e H gráficos. Mostre que se G e H são conjuntos, então G−1

e G ◦H são conjuntos.

12. Sejam A e B conjuntos. Mostre que A−B e A+B são conjuntos.

13. Sejam {Ai}i∈I , {Bj}j∈J famı́lias de subconjuntos de U e B um subcon-
junto qualquer de U.

(a) Mostre que se Ai ⊆ B, para todo i ∈ I, então ∪i∈IAi ⊆ B.

(b) Mostre que se B ⊆ Ai, para todo i ∈ I, então B ⊆ ∩i∈IAi.

(c) Mostre que se Ai ⊆ Bi, para todo i ∈ I, então ∪i∈IAi ⊆ ∪i∈IBi.

(d) Mostre que se Ai ⊆ Bi, para todo i ∈ I, então ∩i∈IAi ⊆ ∩i∈IBi.

14. Sejam {Ai}i∈I uma famı́lia de subconjuntos de U e X um subconjunto
de U com as seguintes propriedades:

(a) Para todo i ∈ I, tem-se X ⊆ Ai.

(b) Se Y ⊆ Ai para todo i ∈ I então Y ⊆ X.

Mostre que X = ∩i∈IAi.

15. Enuncie e demonstre um resultado análogo ao anterior, caracterizando
∪i∈IAi.

16. Seja {Ai}i∈I uma famı́lia de subconjuntos de U. Mostre que

(a) (∪i∈IAi)
c = ∩i∈IA

c
i .

(b) (∩i∈IAi)
c = ∪i∈IA

c
i .
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17. Sejam {Ai}i∈I , {Bj}j∈J famı́lias de subconjuntos de U. Mostre que

(a) (∪i∈IAi) ∩ (∪j∈JBj) = ∪(i,j)∈I×J (Ai ∩Bj) .

(b) (∩i∈IAi) ∩ (∩j∈JBj) = ∩(i,j)∈I×J (Ai ∪Bj) .

(c) (∩i∈IAi)× (∩j∈JBj) = ∩(i,j)∈I×J (Ai ×Bj) .

(d) (∪i∈IAi)× (∪j∈JBj) = ∪(i,j)∈I×J (Ai ×Bj) .

18. Sejam {Ai}i∈I uma famı́lia de subconjuntos de U e A um subconjunto
de U. Mostre que:

(a) ∪i∈IP (Ai) ⊆ P (∪i∈IAi) .

(b) ∩i∈IP (Ai) ⊆ P (∩i∈IAi) .

(c) A ∪ (∩i∈IAi) = ∩i∈I (A ∪ Ai) .

(d) A ∩ (∪i∈IAi) = ∪i∈I (A ∩ Ai) .

19. Sejam A e B conjuntos.

(a) Mostre que A ⊆ B se, e somente se, P (A) ⊆ P (B) .

(b) Mostre que A = B se, e somente se, P (A) = P (B) .

(c) Mostre que A ∩B = ∅ se, e somente se, P (A) ∩ P (B) = ∅.

20. Determine explicitamente os conjuntos P (P (∅)) e P (P (P (∅))) .

21. Sejam A,B conjuntos, f : A→ B uma função, {Ci}i∈I uma famı́lia de
subconjuntos de A e {Di}i∈I uma famı́lia de subconjuntos de B.

(a) Mostre que f(∪i∈ICi) = ∪i∈If(Ci).

(b) Mostre que f−1 (∪i∈IDi) = ∪i∈If
−1 (Di) .

(c) Mostre que f−1 (∩i∈IDi) = ∩i∈If
−1 (Di) .

(d) Mostre que f(∩i∈ICi) ⊆ ∩i∈If (Ci) . Mostre que se f é injetora,
então ocorre a igualdade.

22. Sejam {Ai}i∈I e {Bi}i∈I duas famı́lias tais que Bi ⊆ Ai, para todo i ∈ I.
Mostre que ∏

i∈I

Bi ⊆
∏
i∈I

Ai.

23. Seja A um conjunto. Diremos que uma famı́lia {Ai}i∈I é uma cobertura
de A se

A ⊆
⋃
i∈I

Ai.
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Sejam {Ai}i∈I e {Bj}j∈J duas coberturas distintas de A.Mostre que a
famı́lia

{Ai ∩Bj}(i,j)∈I×J

é uma cobertura de A.

24. Sejam {Ai}i∈I e {Bj}j∈J partições de A e B, respectivamente. Mostre
que a famı́la

{Ai ×Bj}(i,j)∈I×J

é uma partição de A×B.

25. Sejam f : A → B uma função sobrejetora e Bj uma partição de B.
Mostre que {f−1 (Bj)}j∈J é uma partição de A.

26. Sejam f : A → B uma função injetora e {Ai}i∈I uma partição de A.
Mostre que {f (Ai)}i∈I é uma partição de f(A).

27. Mostre que o axioma ZF3 é uma consequência do axioma ZF7. Assim
o axioma ZF3 pode ser eliminado.

28. Sejam A e B conjuntos. Use o axioma ZF7 para mostrar que A×B é
um conjunto.

29. Sejam A e B conjuntos. Mostre que BA é um conjunto.

30. Sejam A,B e C conjuntos.

(a) Mostre que AC ∪BC ⊆ (A ∪B)C .

(b) Mostre que AC ∩BC = (A ∩B)C .

(c) Mostre que AC −BC = (A−B)C .

31. Seja f : A→ B uma função sobrejetora. Para x, y ∈ A, definimos

xRy ⇔ f (x) = f (y) .

Mostre que R é uma relação de equivalência sobre A, cujas classes de
equivalências são imagens inversas de f.

32. Seja {Ri}i∈I uma famı́lia de classes de equivalência sobre A. Mostre
que ∩i∈IRi é uma relação de equivalência sobre A.

33. Seja A ⊆ B fixado. Para X, Y ∈ P (B) , definimos

XRY ⇔ A ∩X = A ∩ Y.

Mostre que R é uma relação de equivalência sobre P (B) .
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34. Seja f : A→ B uma função, com A um conjunto não vazio. Mostre que:
f : A → B é injetora se, e somente se, existe uma função g : B → A
tal que g ◦ f = IA.

35. Seja f : N → N definida como f(n) = n + 1. Mostre que existem
infinitas funções g : N→ N tais que g ◦ f = IN, mas não existe inversa
à direita.

36. Seja f : A → B uma função, com A um conjunto não vazio. Mostre
que, f é sobrejetora se, e somente se, existe uma função g : B → A tal
que f ◦ g = IB.

37. Seja f : N→ N definida como

f(n) =

{
n
2
, se n é par

n+1
2

se n é ı́mpar.

Mostre que existem infinitas funções g : N → N tais que f ◦ g = IN,
mas não existe inversa à esquerda.

38. Seja I =]− 1, 1[ um intervalo aberto de R.
(a) Mostre que a função f : I → R definida como

f(x) =
x

1− x2

é bijetora. Determine sua inversa.

(b) Mostre que a função f : I → R definida como

f(x) =
x

1− |x|

é bijetora. Defina sua inversa.

(c) Mostre que a função f : I → R definida como

f(x) =
x√

1 + x2

é bijetora. Determine sua inversa.

(d) Mostre que função f : I → R definida como

f(x) = tan
(π

2
x
)

é bijetora. Determine sua inversa.
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39. Sejam g : B → C e h : B → C duas funções. Mostre que se

g ◦ f = h ◦ f

para qualquer função f : A→ B então g = h.

40. Sejam g : A → B e h : A → B duas funções. Mostre que se C é um
conjunto com pelo menos dois elementos e

f ◦ g = f ◦ h

para qualquer função f : B → C então g = h.
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