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2% Lista de exercicios

1. Sejam A, B subconjuntos de U e X um subconjunto de U com as
seguintes propriedades:

(a) ACXeBCX.
(b)Se ACY e BCY, para todo Y CU.
Mostre que X = AU B.
2. Enuncie e demonstre um resultado analogo ao anterior, caracterizando
ANB.
3. Sejam A, B,C e D

(a) Mostre que se A C B e C C D entao (AUC) C (BUD) e
(AnC)C (BnD).

(b) Mostre quese A= Be(C = Dentao (AUC)=(BUD)e(ANC) =
(BND).

4. Sejam A e B conjuntos. Mostre que

(a) A= A=9.
(b)A—B=A—(ANB)=(AUB) - B.
(c) (A= B)n (B—4)=0.

(d) A— B = B¢ — A°.

(e) A (AmB)(A—By

(f) AUB = (ANB)U(A—B)U (B — A).
(8)A - (B C)=(A-B)u(AnC)
(h) (A—B)—C=A—(BUC).

(i) AU(B—C) = (AUB) — (C — A).
() AN(B—C)=(ANB) - (CNA).



5. Sejam A e B conjuntos.
(a) Mostre que AUB =AU (B —A),com AN(B—A) = 0.
(b) Mostre que B=(ANB)U(B—A),com (ANB)N(B—A)=1.

6. Vamos definir a operagao de ”+4” em conjuntos como segue: se A e B
sao conjuntos, entao

A+B=(ANB)U(A°NB)=(A—-B)U(B—-A)

Mostre que:

(a) A+0=A.

b)A+B=0< A=B.

(c) A+ B=(AUB)—(BNA).
(d) A+ B=B+A.

() A+ B=A+C=B=C.

f) (A+B)=(ANB)U(A°N B°).
(g) A+ (B+C)=(A+B)+C.
(h) AN(B+C)=(AnB)+(ANC).
(i) AUC=BUC & A+BCC.
() (AuC)+(BUC)=(A+B)—-C.

7. Mostre que os conjuntos 0, {0}, {0, {0}},--- s@o todos distintos.

8. Sejam A, B,C' e D conjuntos nao vazios.

(a) Mostre que A e B sao disjuntos se, e somente se, A X F e BXx FE
sao disjuntos, para qualquer conjunto F.

(b) Mostre que A C Be C C D se, e somente se, A X C C B x D.
(c) Mostre que A x B=C x D se, e somente se, A=Ce B=D.
(d) Mostre que A x B e A° x C sao disjuntos.

)

(e
9. Sejam G e H graficos.

(a) Mostre que se G C A x B, entdao G™' C B x A.
(b) Mostre quese G CAx Be HC Bx Centao HoG C A x C.

Mostre que B x A e C' x A° sao disjuntos.



10. Sejam G um gréfico e B um subconjunto de Dom (G) . Vamos admitir

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a restricao de G a B como
Glg ={(z,y) : (zv,y) € Gex € B}.
Note que G|g = Gol, em que I é o grafico (inclusao) I C Bx Dom (G) .
Mostre que:
(a) Glp =GN (B xIm(G)).
(b) G|(BUC) = G|B| U G|C.
(¢) Glsrey = Gls N Gle.
(d) (GoH)|p=Go(H|p).

Sejam G e H gréficos. Mostre que se G e H sao conjuntos, entao G~*
e G o H sao conjuntos.

Sejam A e B conjuntos. Mostre que A — B e A+ B sao conjuntos.
Sejam {A;},c;, {Bj}jeJ familias de subconjuntos de U e B um subcon-
junto qualquer de U.

(a) Mostre que se A; C B, para todo i € I, entao U;e;A; C B.

(b) Mostre que se B C A;, para todo i € I, entdao B C N A;.

(c) Mostre que se A; C B;, para todo i € I, entao U;erA; C Uier B;.

Q)

(

Sejam {A;},.,; uma familia de subconjuntos de U e X um subconjunto
de U com as seguintes propriedades:

(a) Para todo i € I, tem-se X C A;.
(b) Se Y C A; para todo i € I entao Y C X.
Mostre que X = N;crA;.

Mostre que se A; C B;, para todo i € I, entao Nic;A; C Nier B;.

Enuncie e demonstre um resultado analogo ao anterior, caracterizando
Uier A;.

Seja {A;},c; uma familia de subconjuntos de U. Mostre que
(a) (UiEIAi)C = mieIAf-
(b) (MierAi)® = User AS.
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19.

20.
21.

22.

23.

Sejam {A;},.;, {B;};.; familias de subconjuntos de U. Mostre que

(a) (Uierdi) N (Ujes Bj) = Ui jjerxs (Ai N By) .
(b) (Nierds) N (NjesB;) = Ngrerxa (A U By) .
(¢) (Nierds) X (MjesBj) = Niijperxs (Ai x By).
(d) (Uierdi) x (UjesBj) = UG jyerxs (A X Bj) .

Sejam {A;},., uma familia de subconjuntos de U e A um subconjunto
de U. Mostre que:

(a) UierP (Ai) C P (UierAi) -

(b) NierP (Ai) € P (Nierdi) -

(¢) AU (MierAi) = Nier (AU A;).

(d) AN (UierAi) = Uier (AN A;) .

Sejam A e B conjuntos.

(a) Mostre que A C B se, e somente se, P (A) C P (B).

(b) Mostre que A = B se, e somente se, P (A) =P (B).

(¢) Mostre que AN B = () se, e somente se, P (A) NP (B) =0.

Determine explicitamente os conjuntos P (P (0)) e P (P (P (0))) .

Sejam A, B conjuntos, f: A — B uma funcao, {C;},.; uma familia de
subconjuntos de A e {D;},., uma familia de subconjuntos de 5.

(a) Mostre que f(UierCi) = Uier f(Ci).
(b) Mostre que f~' (UierD;) = Uier f 1 (Di) .
(c) Mostre que f~' (NierD;) = Nier f =1 (Ds) -

(d) Mostre que f(Nie;Ci) € Nierf (C;) . Mostre que se f é injetora,
entao ocorre a igualdade.

Sejam {A;},.; € {Bi},;c; duas familias tais que B; C A;, para todoi € I.
Mostre que

HB,- C HA,-.

i€l el

Seja A um conjunto. Diremos que uma familia {4;},., é uma cobertura

de A se
Ac| A

el
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Sejam {A;},.; e {B;},.; duas coberturas distintas de A.Mostre que a
familia

{AiN B}

i,J)eIxJ
é uma cobertura de A.

Sejam {A;},.; e {B;};.; particdes de A e B, respectivamente. Mostre
que a famila

{4; x Bj}(z’,j)EIXJ
é uma particao de A x B.

Sejam f : A — B uma funcao sobrejetora e B; uma particao de B.
Mostre que {f~! (Bj)}jej ¢ uma particao de A.

Sejam f : A — B uma funcao injetora e {A;},., uma particao de A.
Mostre que {f (A4;)},c; ¢ uma particao de f(A).

Mostre que o axioma ZF3 é uma consequéncia do axioma ZFy. Assim
o axioma Z F3 pode ser eliminado.

Sejam A e B conjuntos. Use o axioma ZF; para mostrar que A x B é
um conjunto.

Sejam A e B conjuntos. Mostre que B4 é um conjunto.

Sejam A, B e C' conjuntos.

(a) Mostre que A° UBC C (AU B)“ .
(b) Mostre que A° N B¢ = (AN B)“.
(¢) Mostre que A° — B¢ = (A — B)“.

Seja f : A — B uma funcao sobrejetora. Para x,y € A, definimos
Ry & f(x) = [f(y).

Mostre que R é uma relagao de equivaléncia sobre A, cujas classes de
equivaléncias sao imagens inversas de f.

Seja {R;},c; uma familia de classes de equivaléncia sobre A. Mostre
que N;erR; é uma relagao de equivaléncia sobre A.

Seja A C B fixado. Para X,Y € P (B), definimos
XRY © AnNX =ANnY.

Mostre que R é uma relagao de equivaléncia sobre P (B).

b}



34.

35.
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Seja f : A — B uma funcao, com A um conjunto nao vazio. Mostre que:
f A — B é injetora se, e somente se, existe uma funcao g : B — A
tal que go f =14,

Seja f : N — N definida como f(n) = n + 1. Mostre que existem
infinitas fungoes g : N — N tais que g o f = Iy, mas nao existe inversa
a direita.

Seja f : A — B uma func¢ao, com A um conjunto nao vazio. Mostre
que, f é sobrejetora se, e somente se, existe uma funcao g : B — A tal

que fog=Ig.
Seja f: N — N definida como

se n é par
se n é impar.

s ={ o

2
Mostre que existem infinitas fungoes g : N — N tais que f o g = Iy,
mas nao existe inversa a esquerda.

Seja I =] — 1, 1] um intervalo aberto de R.

(a) Mostre que a fungao f: I — R definida como

x
1 —22

()

é bijetora. Determine sua inversa.
(b) Mostre que a fungao f : I — R definida como
T
r)=——
é bijetora. Defina sua inversa.
(¢) Mostre que a fungao f : I — R definida como

T

¢é bijetora. Determine sua inversa.

(d) Mostre que fungao f: I — R definida como

f(z) = tan (ga:>

é bijetora. Determine sua inversa.



39. Sejam g: B — C' e h: B — (C duas fungoes. Mostre que se
gof=hof
para qualquer funcao f: A — B entao g = h.

40. Sejam g : A — B e h: A — B duas fungoes. Mostre que se C' é um
conjunto com pelo menos dois elementos e

fog=foh

para qualquer funcao f: B — C entao g = h.



